
2023年度 東京都立大学 大学院（博士前期課程）

理学研究科　数理科学専攻

入学試験（2022年8月23日）

数学 I (9:30 – 11:30)

(1) 線形代数, 微分積分 計 4題を解答しなさい.

(2) 問題ごとに別の答案用紙を用いること.

(3) すべての答案用紙に, 氏名・受験番号・解答する問題の番号を記入すること.

(4) 試験終了後, 答案用紙は 4枚とも提出すること. 問題用紙と計算用紙は各自持ち帰る

こと.



問題１． αを正の実数，fα(x) = x(1 + log x)αとするとき，以下の問いに答えよ．

(1) 関数 fα(x)は区間 [ 1, ∞)で単調増加であることを示せ．

(2) 定積分
∫ e2

1

1

fα(x)
dxの値を求めよ．

(3) 広義積分
∫ ∞

1

1

fα(x)
dx の収束・発散を判定し，収束するときはその値を求めよ．

(4) 無限級数
∞∑
n=1

1

fα(n)
の収束・発散を判定せよ．

問題２． 以下の問いに答えよ．

(1) R2上の 2変数関数 f(x, y)を次で定義する．

f(x, y) =


x2 tan−1(y − 1)− 2y|y| tan−1(x+

√
3)√

x2 + y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

ここで tan−1は関数 tan :
(
−π

2
,
π

2

)
−→ R の逆関数を表すものとする．

(a) f(x, y)が点 (0, 0)で連続かどうかを判定せよ．

(b) f(x, y)が点 (0, 0)で x, yについて偏微分可能かどうかを判定し，偏微分可能な場

合には偏微分係数を求めよ．

(2) m, nを正の整数とするとき，次の 2重積分の値を求めよ．∫∫
D

sin(mx+ ny) dxdy D =
{
(x, y)

∣∣ x ≥ 0, y ≥ 0 ,mx+ ny ≤ π
}

(3) 空間R3の集合

G =
{
(x, y, z)

∣∣ x2 + y2 + z2 ≤ 4
}
∩
{
(x, y, z)

∣∣ x2 + y2 ≤ 3
}

の体積を求めよ．



問題３． 行列A =


−1 3 0 −4

2 −1 0 2

0 0 1 0

2 −2 0 3

 について，以下の問いに答えよ．
(1) Aの固有値を求め，各固有値に対する固有空間の次元と一組の基底を求めよ．

(2) Aの最小多項式を求めよ．

(3) Aは対角化可能であるか判定し，対角化可能なら P−1AP が対角行列になるような正

則行列 P と，P−1AP を求めよ．

問題４． 以下の問いに答えよ．

(1) V1と V2をR上のベクトル空間，f : V1 → V2と g : V1 → V2を線形写像とする．この

とき，W =

{
f(x)− 1

2
g(y)

∣∣∣ x,y ∈ V1

}
が V2の部分空間であることを示せ．

(2)

A =


1 −1

3 −2

1 0

−2 1

 , B =


2 0

2 −8

−4 −10

−6 2

 , v =


−1

3

7

t


とおく．ただし，t ∈ Rとする．線形写像 f : R2 → R4と g : R2 → R4を

f
([x1

x2

])
= A

[
x1

x2

]
, g

([ x1

x2

])
= B

[
x1

x2

] ([x1

x2

]
∈ R2

)

で定義し，vがW =

{
f(x)− 1

2
g(y)

∣∣∣ x,y ∈ R2

}
に属すると仮定する．

(a) tの値を求めよ．

(b) W の一組の基底とW の次元を求めよ．
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(1) 問題は全部で 9題ある．そのうちの 2題を選択して解答しなさい.

(2) 問題ごとに別の答案用紙を用いること.

(3) すべての答案用紙に, 氏名・受験番号・解答する問題の番号を記入すること.

(4) 試験終了後, 答案用紙は 2枚とも提出すること. 問題用紙と計算用紙は各自

持ち帰ること.



問題１． cを複素数,

A =


−2 4 3 −4

c+ 1 9 −2c− 2 −9

−2 3 3 −3

c− 1 10 −2c+ 1 −10


とする. 以下の問いに答えよ．必要があれば cの値によって場合分けすること．

(1) Aの固有多項式と最小多項式を求めよ.

(2) Aのジョルダン標準形 Jを求めよ．また，Aの階数が 3のとき，J = P−1AP

を満たす正則行列 P を求めよ.

問題２． 本問において環は全て可換環であり，積に関する単位元を持つものと

する．さらに，環R, Sに対し，環準同型 f : R → Sは「Rの積の単位元を Sの積

の単位元に写す」という条件も満たすとする．以下の各問いに答えよ．

(1) 環Rのイデアル IがRの素イデアルであるということの定義を述べよ．また，

環Rのイデアル IがRの極大イデアルであるということの定義を述べよ．

(2) R, Sを環とし，f : R → Sを環準同型とする．Sのイデアル Iに対し，

f−1(I) := {a ∈ R | f(a) ∈ I}

と定義する．以下の問いに答えよ．　

(a) f が全射であるとき，次の主張 (A)を示せ：

(A) Iが Sの素イデアルならば，f−1(I)はRの素イデアルである．

(b) f が全射であるとき，次の主張 (B)を示せ：

(B) Iが Sの極大イデアルならば，f−1(I)はRの極大イデアルである．

(c) R = Z[x]を Z上の 1変数多項式環，S = Q[x]をQ上の１変数多項式
環とし，fは包含写像とする．このとき，主張 (A), (B)が正しいかどう

かそれぞれ答えよ．正しい場合は証明し，正しくない場合は反例をあ

げよ．



問題３． 3次元空間R3内の曲面 Sのパラメータ表示を

p(x, y) =

(
x, y, log

cosx

cos y

) (
−π

2
< x <

π

2
,−π

2
< y <

π

2

)
とする. 以下の問いに答えよ.

(1) Sの点 p(x, y)における第 1基本量E,F,Gを x, yを用いて表せ.

(2) Sの点 p(x, y)における単位法線ベクトル nを x, yを用いて表せ. ただし n

は
∂p

∂x
× ∂p

∂y
と同じ向きとする.

(3) Sの点 p(x, y)における第 2基本量 L,M,N を x, yを用いて表せ.

(4) Sの点 p(x, y)におけるガウス曲率Kと平均曲率Hを x, yを用いて表せ.

問題４． 以下の問いに答えよ．

(1) (X,OX)を位相空間とする．ただし，OX は集合Xの位相とする．∼σをX

上の同値関係とし，∼σによる商集合X/σへの射影を πσ : X −→ X/σと表

す．このとき，X/σの部分集合族OX/σを

OX/σ = {U | U ⊂ X/σ, π−1
σ (U) ∈ OX}

によって定めると，OX/σはX/σの位相になることを示せ．

(2) (X,OX)と (Y,OY )を位相空間とし，∼σはX上の同値関係であり，∼ρは Y

上の同値関係であるとする．ただし，OX , OY はそれぞれX, Y の位相とし，

商集合X/σと Y/ρにはそれぞれ (1)で定めたOX/σとOY/ρによって位相を

定める．

写像 f : X −→ Y は，

x, x′ ∈ Xについて，x ∼σ x′ならば f(x) ∼ρ f(x
′)

を満たすとする．x ∈ Xを代表元とするX/σの元 [x]σに対し，f(x) ∈ Y を

代表元とする Y/ρの元 [f(x)]ρを対応させる写像を f̃ : X/σ −→ Y/ρとする．

このとき，f が連続ならば f̃ も連続であることを示せ．



問題５． xyz空間の曲線C1, C2, C3を

C1 : [0, 1] ∋ t 7→ (t, 0, 0) ∈ R3,

C2 : [0, 1] ∋ t 7→ (1, t, 0) ∈ R3,

C3 : [0, 1] ∋ t 7→ (1− t, 1− t, 0) ∈ R3

で定める．C1, C2, C3に上記のパラメータ付けによる自然な向きを入れ，それら

をつなげた曲線を

C = C1 + C2 + C3

とおく．R3上のベクトル場Fを

F(x, y, z) = t(sinhx sin y + y2, coshx cos y + x3, 0)

で定める．以下の問いに答えよ．

(1) 回転 rotFを求めよ．

(2) 線積分
∫
C

F · drの値を求めよ．



問題６． a, b, cは a > 0, c > 0, b2 < 4acをみたす実数とする．複素関数 f(z)を

f(z) =
z

(az2 + bz + c)2

と定める．また，R > 0とし，曲線Cj,R (j = 1, 2)を

C1,R : [−R,R] ∋ x 7−→ x ∈ C

C2,R : [0, π] ∋ θ 7−→ Reiθ ∈ C

で定める．C1,R, C2,Rに上記のパラメータ付けによる自然な向きを入れ，それらを

つなげた曲線をCR = C1,R + C2,Rとおく．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) 0 < R <

√
c

a
をみたす実数Rに対し，線積分

∫
CR

f(z)dzの値を求めよ．

(2)

√
c

a
< Rをみたす実数Rに対し，線積分

∫
CR

f(z)dzの値を求めよ．

(3) 等式

lim
R→∞

∫
C2,R

f(z)dz = 0

が成り立つことを示せ．

(4) 広義積分 ∫ ∞

−∞

x

(ax2 + bx+ c)2
dx

の値を求めよ．

問題７． 次の初期値問題を考える.

y′(x) = y(x)− (1 + cos x)y(x)2, y(0) =
1

2
.

以下の問いに答えよ．

(1) u(x) = y(x)−1として，u(x)が満たすべき微分方程式を求めよ.

(2) 上記の初期値問題の解 y(x)を求めよ.



問題８． 本問ではグラフは全て無向グラフとする．以下の問いに答えよ．

(1) グラフGは，頂点数が 5の木であるとする．Gの隣接行列 Aが次に示した

行列であるとき，a, b, c, dの値を理由とともに答えよ．ただし，Gの頂点集

合は {1, 2, 3, 4, 5}であるとし，頂点 iは Aの第 i行と第 i列に対応するもの

とする．

A =


a b 0 0 0

c a b 0 0

0 c a 1 1

0 0 1 a d

0 0 1 d a


(2) (1)のグラフGの各頂点に，赤・青・白・黒のどれかの色を一つずつ付ける．

ただし，辺で隣接する２頂点には異なる色を付けるものとする．

このとき，どの色も少なくとも一つの頂点に付く色付けは全部で何通りある

か，理由とともに答えよ．

(3) グラフ T は，頂点数が 8の木であるとする．T の各頂点に，赤・青・白・黒

のどれかの色を一つずつ付ける．ただし，辺で隣接する２頂点には異なる色

を付けるものとする．このとき，T の異なる２つの辺 e, e′で，次の条件を満

たすものが必ず存在することを示せ：eの両端の頂点に付いた色の組合わせ

と，e′の両端の頂点に付いた色の組合わせが等しい．



問題９． スイッチAとBがある．どちらも初期設定ではオフであり，１回押す

たびにオンとオフが入れ替わる．また，一方のスイッチがオン・オフどちらである

かは，もう一方のスイッチのオン・オフに影響を与えない．いま二文字からなるア

ルファベット Σ = {a, b}を固定し，Σ上の語が与えられたとき，それを左から読

んでスイッチを押す指示とみなす．ただし，aはスイッチAに対応し，bはスイッ

チBに対応する．たとえば初期設定から開始して語 abbの指示に従うとA，B，B

の順にスイッチを押すことになり，abbが指示する操作を完了した直後はスイッチ

Aがオン，スイッチBがオフになる．以下の問いに答えよ．

(1) 有限オートマトン（決定性有限オートマトン）の定義を述べよ．

(2) アルファベットΣ上の言語 Lを以下のように定める．

L = {w ∈ {a, b}∗|初期設定から開始して語wの指示する操作を

完了した直後に，AとBの少なくとも一方はオフになる．}

言語Lを受理する（受理する言語がLと一致するということ）有限オートマ

トンを状態遷移図によって示せ．初期状態にはどこからともなく入ってくる

矢印を付けて示し，受理状態は二重丸で囲って示すこと．その有限オートマ

トンが Lを受理することの証明は書かなくてよい．

(3) 命題「Aがオンになっている」，「Bがオンになっている」をそれぞれ α, βで

表す．いま α, βに¬（否定），∧（かつ），∨（または）を有限回（0回も可）

適用して構成される命題を「スイッチA，Bについての命題」と呼ぼう（た

とえば (α ∧ ¬β) ∨ (¬α ∧ β)）．このとき

スイッチ A，Bについての任意の命題 γに対して，有限オートマ

トンM が存在し（M は γに依存してよい），M は以下の言語Lγ

を受理する．

Lγ = {w ∈ {a, b}∗|初期設定から開始して語wの指示する操作を

完了した直後に，命題 γが成り立つ．}

という主張は成り立つか，簡潔な理由とともに答えよ．
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